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ی) (خا
و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که احديت حضرت بارگاه ارزان سپاس و حمد
را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او مت ح انوار
معرفت و علم طریق در را خویش ضعیف بنده بدان، تا فرمود عطا فرصت و عمری و گشود ما بر
دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از م دانم خود وظیفه ی آغاز در بیازماید.
راهنمایی های بدون قطعاً که نمایم قدردان و ر تش صمیمانه پـــــورمهــــر، صالحـــــ سعيـــــد

نم رسید. انجام به مجموعه این ایشان ارزنده ی
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره ی و مطالعه زحمات که حومه ای هژیر دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده
تحصیلات و ریاض علوم ده ی دانش محترم کارکنان و گرام اساتید تحصیلم، دوران دبیران ازکلیه
شده اند، متحمل را فراوان زحمات اینجانب اه دانش تحصیلات مدت در که تبریز اه دانش تکمیل

م نمایم. ر تش
های شان واندرز کردند تحمل مرا تحصیل سال های رنج صبورانه که م زنم خانواده ام دستان بر بوسه

ه. انشاال بود خواهد و بوده راهم روشنگر همیشه
و شد سپری که بود سخت لحظه های التیام بخش وجودش که مهربانم همسر از فراوان سپاس و

کرد. یاری راه این در مرا عاشقانه
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تبریز اه دانش منطق گرایش: محض ریاض رشته: ارشد  کارشناس : تحصیل مقطع

۴٨ صفحات: تعداد ١٣٩۶ : التحصیل فارغ تاریخ ریاض علوم ده دانش

ناتمامیت. حساب، نظریه های اثبات پذیری، نمایش پذیری، ، مقدمات بازگشت واژه ها: کلید

یده چ

نموده معرف را مقدمات بازگشت توابع ناتمامیت، قضایای مورد در خود مشهور مقاله ی در گودل
کراندار فرمول های توسط نحوی مفاهیم بیشتر کرد. استفاده نحو حسابی سازی برای آن ها از و

مقدمات بازگشت کراندار، فرمول های توسط تعریف پذیر روابط که م دانیم و هستند تعریف پذیر
اشاره موضوع این به منابع از بسیاری در اینکه با نیست، صحیح مطلب این عکس اما م باشند.
نامه پایان این در شده اند. نوشته موضوع این مورد در نادرست مطالب کتاب ها از برخ در و نشده

بازگشت رابطه هر که حقیقت این برای مقدمات اثبات است، شده نگارده زیر مقاله های اساس بر که
شده است. آورده نیست، کراندار فرمول توسط تعریف پذیر لزوماً مقدمات

• S. A. Volkov، On the Class of Skolem Elementary Functions, Journal
of Applied and Industrial Mathematics 4:4 (2010) 588− 599.

• Henri-Alex Esbelin & Malika More,Rudimentary Relations and Prim-
itive Recursion: A Toolbox, Theoretical Computer Science 193:1 −
2 (1998) 129− 148.
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مقدمـه

غیرعادی مفهوم دو شد منتشر میلادی ١٩٣١ سال در که ([۴]) خود مشهور مقاله در گودل١ کورت

ω‐سازگار. نظریه های و مقدمات بازگشت توابع کرد: معرف ناتمامیت (اول) قضیه اثبات جهت را

کل ساخت: ار آش را تعریف دو این بودن غیرلازم ریاض منطق مشهور (حقه) کل دو بعد ها

سازگاری به م توان را ω‐سازگاری شرط که داد نشان راسر کل .[٢] ٣ کرِی کل و [١٧] راسر٢

شمارای نظریه هر که داد نشان کری کل داد. تقلیل نظریه) در تناقض (اثبات ناپذیری ساده

است. 0∆‐تعریف پذیر اصول از مجموعه ی دارای Σ1‐تعریف پذیر) معادل طور به (یا کارآمد

برای کل تر طور به م توان را گودل برهان در مقدمات بازگشت ω‐سازگار نظریه های ناتمامیت پس

داد. تعمیم هستند، (Q رابینسون حساب شامل (که 0∆‐تعریف پذیر و سازگار نظریه های ناتمامیت

ظاهر ناتمامیت قضیه برای گودل برهان در جا دو در مقدمات بازگشت مفهوم حقیقت، در

م شود:

از مقدمات بازگشت مجموعه ای توسط بتواند (یعن باشد مقدمات بازگشت نظر مورد نظریه .١

و گردد)؛ اصل بندی جملات

باشد. مقدمات بازگشت توابع تمام نمایش به قادر نظریه .٢

محاسبه پذیر شهودی طور به توابع با مقدمات بازگشت توابع مطابقت داشت نظر در گودل که آنچه

١K. Gödel
٢J. B. Rosser
٣�W. Craig

٣



۴ مقدمه

که دارند وجود توابع که گردید معلوم اکرمن۵) نیز (و [١٢] ،[١١] ۴ کلین کارهای با بعداً بود.

بازگشت توابع تمام وضوح (به نیستند مقدمات بازگشت ول بوده محاسبه پذیر شهودی طور به

طور به توابع که م کند بیان چِرچ فرضیه امروزه م باشند). محاسبه پذیر شهودی طور به مقدمات

م باشند. مقدمات بازگشت توابع شامل اکیداً که هستند بازگشت توابع همان محاسبه پذیر شهودی

م توانند هستند مقدمات بازگشت توابع نمایش به قادر که نظریه هایی که م دانیم اکنون همینطور

م توان نیز را مقدمات بازگشت توابع از گودل دوم کاربرد پس دهند. نمایش نیز را بازگشت توابع

است این مانده، باق گودل ابتکار آن از اکنون که آنچه داد. تعمیم ( (جزئ بازگشت توابع نمایش به

که م دانیم هم باز ول م کنند. تعریف مقدمات بازگشت توابع توسط را بازگشت توابع معمولا که

[١۴] مثال عنوان (به کرد تعریف مقدمات بازگشت توابع به ارجاع بدون م توان را بازگشت توابع

ببینید). را [٧] و

مشمول و بوده 0∆‐تعریف پذیر مجموعه های کلاس شامل مقدمات بازگشت مجموعه های کلاس

این شمول که دید م توان قطری برهان با است. (تصمیم پذیر) بازگشت مجموعه های کلاس در

نیز ر دی شمول که دید خواهیم پایان نامه این در و بوده اکید تصمیم پذیر مجموعه های در کلاس

مجموعه های کلاس ، مقدمات بازگشت مجموعه های کلاس بین تساوی هیچ (پس است اکید

ندارد). وجود تصمیم پذیر بازگشت طور به مجموعه های کلاس و 0∆‐تعریف پذیر

۴S. C. Kleene
۵W. Ackermann



١ فصل

0∆‐تعریف پذیری و مقدمات بازگشت توابع

مقدمات بازگشت توابع ١ . ١

صورت به استقراء به Nk → N مقدمات بازگشت توابع ی همه شامل P.R. کلاس .١ . ١ . ١ تعریف

م شود: تعریف زیر

• Z(x) = 0 ∈ P.R.

• S(x) = x+ 1 ∈ P.R.

• P n
i (x1, ..., xn) = xi ∈ P.R.

• g, h1, ..., hm ∈ P.R. and f(x) = g
(
h1(x), ..., hm(x)

)
=⇒ f ∈ P.R.

• g, h ∈ P.R. and  f(x, 0) = g(x)

f(x, y + 1) = h
(
x, y, f(x, y)

) =⇒ f ∈ P.R.



۶ 0∆‐تعریف پذیری و مقدمات بازگشت توابع .١ فصل

هرگاه است، مقدمات بازگشت P ⊆ Nk رابطه ی .١ . ١ . ٢ تعریف

χ
P
(x) =

 1 if x ∈ P

0 if x /∈ P
∈ P.R.

تحت مقدمات بازگشت روابط و بوده مقدمات بازگشت ضرب و جمع علامت، توابع .١ . ١ . ٣ لم

هستند. بسته متمم گیری) و اشتراک (اجتماع، بول اعمال

داریم برهان.

+:

 x+ 0 = x

x+ Sy = S(x+ y)
∈ P.R.

×:

 x · 0 = 0

x · Sy = x · y + x
∈ P.R.

sg(x)=

 0 if x = 0

1 if x ̸= 0
, sg=

 1 if x = 0

0 if x ̸= 0
∈ P.R.

I χ
P∪Q

= χ
P
× χ

Q
I χ

P{ = sg(χ
P
)

I χ
P∩Q

= sg(χ
P
+ χ

Q
) I χ

P−Q
= χ

P
× sg(χ

Q
)

هستند. بسته کراندار سورهای تحت مقدمات بازگشت روابط .۴ . ١ . ١ لم

م شود: نتیجه زیر روابط از برهان. χ∀x6αP (z,x)
(z, 0) = χ

P
(z, 0)

χ∀x6αP (z,x)
(z, α + 1) = χ∀x6αP (z,x)

(z, α)× χ
P
(z, α + 1) χ∃x6αP (z,x)

(z, 0) = χ
P
(z, 0)

χ∃x6αP (z,x)
(z, α + 1) = sg

(
χ∃x6αP (z,x)

(z, α) + χ
P
(z, α + 1)

)



٧ 0∆‐تعریف پذیری و مقدمات بازگشت توابع .١ فصل

0∆‐تعریف پذیری و 0∆‐فرمول ها ١ . ٢

م شود: تعریف زیر صورت به کراندار فرمول های از ل متش ∆0 کلاس .١ . ٢ . ١ تعریف

∆0 := | ATOMS | ∆0 ∧∆0 | ∆0 ∨∆0 | ∆0 → ∆0|

¬∆0 | ∀x 6 y∆0(z, x, y) | ∃x 6 y∆0(z, x, y) |

هرگاه: است 0∆‐تعریف پذیر ،f تابع .( پذیر 0∆‐تعریف توابع ) ١ . ٢ . ٢ تعریف

.f(a) = b⇐⇒ N |= θ(a, b) ه طوری به θ(x, y) ∈ ∆0 باشد داشته وجود

0∆‐فرمول هر برای یعن هستند. مقدمات بازگشت 0∆ ‐تعریف پذیر، محمولات تمام .١ . ٢ . ٣ لم

داریم: θ

{ a | N |= θ(a) } ∈ P.R.

است؟ مقدمات بازگشت 0∆‐تعریف پذیر تابع هر آیا .۴ . ١ . ٢ سؤال

است؟ 0∆‐تعریف پذیر مقدمات بازگشت تابع هر آیا .۵ . ١ . ٢ سؤال

م شود: تعریف زیر صورت به Γf ⊆ X × Y آن گراف f : X → Y تابع برای .۶ . ١ . ٢ تعریف

.Γf = {⟨x, y⟩|f(x) = y}

.f ∈ P.R. =⇒ Γf ∈ P.R. .١ . ٢ . ٧ لم

.χ
Γf
(a, b) = χ=

(
f(a), b

)
= sg

(
|f(a)− b|

)
برهان.

Γf؟ ∈ P.R. =⇒ f ∈ P.R. آیا .١ . ٢ . ٨ سؤال

که: میدانیم .١ . ٢ . ٩ نکته

Γf ∈ P.R. =⇒ f ∈ Rec. چون f(a) = µy.Γf (a, y).

.R ∈ ∆0 ⇐⇒ χ
R
∈ ∆0 .١ . ٢ . ١٠ لم



٨ 0∆‐تعریف پذیری و مقدمات بازگشت توابع .١ فصل

داریم: برهان.

Γχ
R
(x, y) ≡

(
y = 1 ∧R(x)

)
∨
(
y = 0 ∧ ¬R(x)

)
R(x)⇐⇒ χ

R
(x) = 1⇐⇒ Γχ

R
(x, 1)

که: است آمده اشتباه به [۶] کتاب در

باشد.» تعریف قابل 0∆‐فرمول توسط اگر تنها و اگر است مقدمات بازگشت رابطهای »

‐∆0 ی توسط N از D تعریف پذیر مجموعهی ی که کنید ثابت (٣٨۶ (ص ٨.۶ تمرین »

باشد.» مقدمات بازگشت D اگر تنها و اگر است تعریف پذیر فرمول،

که: است آمده [١] درس جزوه ی در ول

x|y ⇔ ∃z ≤ y (y = zx) است. ∆0 رابطه ی ی x|y رابطهی .١ . ٢ . ١١ مثال

جایی که است، تصمیم پذیر تورینگ  ماشین ی توسط 0∆‐تعریف پذیر رابطه ی هر .١ . ٢ . ١٢ تذکر

م شوند. داده نمایش دودودویی اعداد با ورودی ها

هستند. بسته ∃ 6 و ∀ 6 کراندار سورهای و تحت¬,∨,∧ رابطهها ∆0 .١ . ٢ . ١٣ لم

است. مقدمات بازگشت 0∆‐تعریف پذیر، رابطه ی هر .١۴ . ١ . ٢ لم

بازگشت روابط قبل، لم طبق که آنجا از کراندار. فرمولهای روی ساختاری استقرای با برهان.

هستند. بسته کراندار سورهای و بول اعمال تحت مقدمات

م شود. داده نشان قطری برهان ی توسط ادعا این نیست. برقرار فوق لم عکس .١۵ . ١ . ٢ تذکر

کنیم. روشن زیر طریق به را موضوع این م توانیم هستند، آشنا پیچیدگ نظریه با که اشخاص برای

تورینگ ماشین ی روی خط فضای در م توانند ∆0 روابط تمام شد اشاره بالا در که همانطور



٩ 0∆‐تعریف پذیری و مقدمات بازگشت توابع .١ فصل

فضایی در که روابط تمام که م شود نتیجه ١‐کبهام٢ ریچ قضیهی از طرف از شوند. شناخته

بازگشت م شوند، شناخته شده است محدود ورودی طول از مقدمات بازگشت تابع ی توسط که

م شوند، شناخته است) ورودی (nطول n2 فضای در که روابط خاص حالت در هستند. مقدمات

در که دارند وجود روابط که م دهد نشان مستقیم قطری برهان ی و هستند مقدمات بازگشت

∆0 روابط این پس نیستند. شناسایی قابل خط فضای در ول هستند شناسایی قابل n2 فضای

.∆0 ⊆ Space(n) ( Space(n2) ⊆ P.R. ر دی عبارت به نیستند.

؟ پذیری ‐تعریف ∆0⇐= مقدمات بازگشت .١۶ . ١ . ٢ سؤال

با 0∆‐فرمول ی گودل کد x ه طوری به وجود ندارد Sat∆0(x, y) نام به 0∆‐فرمول هیچ ▹

.(N |= θ(y) (یعن م شود ارضا y توسط x⇐⇒ N |= Sat∆0(x, y) که است θ(ξ) آزاد متغیر ی

آنگاه .m = pθ(x)q و θ(x) = ¬Sat∆0(x, x) کنید فرض اینصورت، غیر در J

N |= Sat∆0(m,m)⇐⇒ N |= θ(m)⇐⇒ N |= ¬Sat∆0(m,m). 

حقایق» تعریفپذیری عدم درمورد تارس «قضیه

است. مقدمات بازگشت ‐تعریفپذیری، ∆0 .١ . ٢ . ١٧ نکته

است.) ∆0 (همچنین است. مقدمات بازگشت بودن ترم های ویژگ

است.) ∆0 (همچنین است. مقدمات بازگشت بودن کراندار فرمول

(! نیست ∆0 (ول است. مقدمات بازگشت کراندار فرمول ی شدن ارضا

0∆‐فرمول برای J

θ(y) = Q1x1 6 t1(y)...Qnxn 6 tn(y, x1, ...)ϱ(y, x), (Qi ∈ ∀,∃)

طوریکه به دارد وجود ( مقدمات بازگشت (تابع Pθ چندجملهای

∀a : N |= θ(a)⇐⇒ {0, 1, ..., Pθ(a)} |= θ(a).

١R.W.Ritchie
٢Cobham
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بنابراین،

{⟨pθq, a⟩|θ ∈ ∆0 & N |= θ(a)} ∈ P.R.−∆0!

است! نادرست است، ∆0 ، مقدمات بازگشت محمول هر که [۶] نویسنده ادعا ی •

نادرست ، مقدمات بازگشت اما ∆0 غیر‐ تابع ی برای پایین، در [١۵] نویسنده نقض مثال •

است!

حقیقت این اثبات اگرچه است. ∆0 ،ab = c محمول ، کل حالت در نقض) (مثال .١ . ٢ . ١٨ مثال

است) 0∆‐تعریف پذیر مقدمات بازگشت تابع هر (که مطلب این عکس · · · است سخت بسیار

بازگشت صورت به و م کند رشد سریعا که نمائ ابر تابع م توان مثال عنوان به نیست؛ برقرار

ر دی عبارت به برد. نام را م شود تعریف hex(a, Sb) = ahex(a,b) و hex(a, 0) = معادلات1 توسط

و مقدمات بازگشت هم ابرنمائ تابع که است شده ثابت ه حالی در (n‐بار). hex(a, n) = aa
···a

است. 0∆‐تعریف پذیر هم

مقدمات بازگشت و کراندار روابط ١ . ٣

حساب اول مرتبه فرمولهای توسط که هستند روابط کراندار روابط که: شده است ذکر [٣] در

رابطهی ی آیا که سوال این شدهاند. محدود ترمهایی با سورها تمام طوری که به شدهاند، تعریف

تعدادی به مربوط و است سخت موارد برخ در خیر، یا است کراندار شده داده مقدمات بازگشت

قرارگرفتهاند مطالعه مورد زیادی مدتهای کراندار روابط است. کامپیوتر علوم نظریه در باز سوالات

م دهند. یل تش را روابط از بزرگ کلاس چون هستند جالب بسیار هنوز اما

ضرب و جمع نمودارهای شامل صحیح اعداد روی روابط کلاس ترین کوچ ∆0 کنید فرض

باشد: بسته زیر اعمال تحت و باشد قبل) بخش در شده (تعریف

¬,∧,∨,→ بول اعمال •

کردن پیش و پس دادن، نام تغییر کردن، حذف کردن، اضافه مثال عنوان به صریح، تبدیلات •

متغیرها دادن تغییر و
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∀x(x < y → ...) که معن این به ∀ x < y... مثال عنوان به متغیرها، با کراندار سورهای •

.∃x(x < y ∧ ...) که معن این به ∃x < y... و

کلاس این از متفاوت تعریف چندین است: ( طبیع اعمال از بسیاری (تحت ناوردا ∆0 �

دارد. وجود روابط

جای به م توانیم یعن است. بسته متغیر ی با (ترم) چند جمله ای زین جای تحت ∆0 �

استفاده (∀x < y2 (مثل چند جمله ای  ها توسط کراندار سورها ی از متغیر ها با کراندار سورهای

کنیم.

بازگشت کلاس ی و توصیف پیچیدگ کلاس ی ، محاسبات پیچیدگ کلاس ی با ∆0 �

است. متناظر ضعیف،

زیر، فرمول مثال عنوان به هستند. کراندار طبیع حسابی روابط بیشتر است:  بزرگ ∆0 �

م کند: تعریف را اول اعداد مجموعه ی

x > 1 ∧ ∀y < x ∀z < x ¬(x = y · z).

نوع است. نامعلوم کراندار روابط به نسبت آن ها وضعیت که دارند وجود رابطه نوع دو عمدتا

رابطه های به مربوط آن هایی که مخصوصا است، مقدمات بازگشت توابع نمودار های به مربوط اول

در است؟ کراندار است» اول عدد x‐امین ،y» دوتایی رابطه ی آیا مثال، عنوان به هستند. شمارش

دوم نوع است. نشده حل هنوز خیر، یا است بسته شمارش سورهای تحت ∆0 آیا که سوال این واقع

عنوان به آیند. م بهدست متغیر ی جای به توان ی زین جای توسط که هستند روابط با متناظر

تایی ی رابطهی آیا مثال،

“x verifies that 2x + 1 is prime”

حالت در پس نیست، بسته متغیر ی با توان زین جای تحت ∆0 که کنید توجه است؟ کراندار

آن نبودن کراندار که حساب طبیع رابطه ی ی برای مثال ارایه ی اگرچه، است. «خیر» جواب کل

است. سخت است، اثبات قابل

مدل نظریه ی حساب، پیچیدگ در باز سوالات از بسیاری با کراندار روابط است: جذاب ∆0 �

هستند. ارتباط در بازگشت نظریه و ضعیف حساب ، متناه



٢ فصل

حساب و زبان سیستم

فرمول های درست آن از استفاده با که م شود ارایه Sat∆0(x, y) فرمول از دقیق تعریف فصل این در

.([١٠]) م کنیم تعریف را کراندار

ها دنباله

،(x)y = z به  طوری که نمود، رمز نگاری اعداد با گودل، عددده توسط م توان را اعداد دنباله های

باشد: زیر خواص با رابطه ای است، z برابر x دنباله ی yام عضو که معن این به

∀x, y ∃!z [(x)y = z]

∀x, y [(x)y 6 x]

∀x ∃y [(y)0 = x]

∀x, y, z ∃w
[
∀i<z ((w)i = (y)i) ∧ (w)z = x

]
درستند. N در خواص این هم و

.٢ . ٠ . ١ تعریف

lh(x) = y ←→ (x)0 = y

[x]y = z ←→ (y> lh(x) ∧ z = 0) ∨ (y<lh(x) ∧ (x)y+1 = z)
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x دنباله طول که حال در م شود کدگذاری (x) عدد ی توسط [x]0, . . . , [x]l−1 دنباله هر بنابراین

و ∀x∃!y(lh(x) = y) فرمول های که کنید توجه .∀i<l (x)i+1 = [x]i و است، (x)0 = l برابر

[x]y و lh(x) نیز و هستند درست (PA در اثبات پذیر به طور نیز (و N در دو هر ∀x, y∃!z([x]y = z)

n ∈ N هر برای که است روشن خواص و تعریف این از هستند. مقدمات بازگشت توابع دو هر

کدگذاری آن توسط x0, . . . , xn−1 دنباله که lh(z) = n شرط با z ترین کوچ ،x0, . . . , xn−1 و

دارد. وجود م شود،

داریم: n ∈ N هر برای .٢ . ٠ . ٢ تعریف

[x0, . . . , xn−1] = z ←→ lh(z) = n ∧
∧∧
i<n

([z]i = xi)

∧ ∀w<z (lh(w) ̸= n ∨
∨∨
i<n

[w]i ̸= xi)

است. مقدمات بازگشت توابع از خانواده ی {⟨x0, . . . , xn−1⟩ 7→ [x0, . . . , xn−1] | n ∈ N}پس

عبارت .٢ . ٠ . ٣ تعریف

x⌢ y = z

م کند: صدق زیر خاصیت در که است عددی ترین کوچ z که است مطلب این معادل

lh(z) = lh(x) + lh(y) ∧ [∀i<lh(x) ([z]i = [x]i)] ∧ [∀j<lh(y) ([z]lh(x)+j = [y]j)]

دنباله کد x⌢y = z که م کند بیان تعریف این

[y]0, [y]1, . . . , [y]lh(y)−1 ،[x]0, [x]1, . . . , [x]lh(x)−1

است. مقدمات بازگشت تابع ی x 7→ x⌢y که کنید توجه است. lh(z) = lh(x) + lh(y) طول با

عبارت .۴ . ٢ . ٠ تعریف

w = ⟨x � y⟩
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که است عددی ترین کوچ w که است مطلب این با معادل

lh(w) = y ∧ ∀i<lh(w) ([w]i = [x]i)

دنباله کد x اگر به طوری که

[x]0, [x]1, . . . , [x]lh(x)−1

دنباله برای کد ترین کوچ w = ⟨x � y⟩ آنگاه باشد y6 lh(x) و

⟨[x]0, [x]1, . . . , [x]y−1⟩

کردیم تعریف i> lh(x) برای (چون آنگاه باشد y > lh(x) اگر که کنید توجه است. y طول با

است. y طول با زیر دنباله ی برای کد ترین کوچ w = ⟨x � y⟩ ([x]i = 0

[x]0, [x]1, . . . , [x]lh(x)−1, 0, . . . , 0

دنباله برای کد ترین کوچ z<lh(x) که معن بدین است x[y/z] بعدی، تعریف

⟨[x]0, [x]1, . . . , [x]z−1, y, [x]z+1, . . . , [x]lh(x)−1⟩

است [x]0, [x]1, · · · , [x]lh(x)−1, 0, . . . , 0, y دنباله برای کد ترین کوچ z > lh(x) اگر و است

دارد). z طول دنباله، که (درحال

م دهد نمایش را زین جای تابع که زیر عبارت .۵ . ٢ . ٠ تعریف

x[y/z] = w

که طوری به است عددی ترین کوچ w که است مطلب این با معادل

lh(w) = max(lh(x), z+1)∧ ∀i<lh(w)
[
(i = z → [w]i = y)∧ (i ̸= z → [w]i = [x]i)

]
.
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است. مقدمات بازگشت تابع ی ⟨x, y, z⟩ 7→ x[y/z] و

اول مرتبه زبان این در م کنیم. مشخص LA نماد با را حساب زبان

LA = {+,×, S, 0, <}

نماد ی < و ثابت نماد 0 ، موضع ی تابع نماد ی S ، موضع دو تابع نمادهای × و +

داریم: را زیر تعریف م باشد. موضع دو رابطه ای

برابر م کند، بیان را ترم ی سازنده ی دنباله ی که ،termseq(s) فرمول LA .۶ . ٢ . ٠ تعریف

∀i<lh(s)



([s]i = p0q)∨

([s]i = p1q)∨

∃j6s
(
[s]i = pvjq

)
∨

∃j, k<i
[
[s]i = p([s]i + [s]k)q

]
∨

∃j, k<i
[
[s]i = p([s]i · [s]k)q

]


ی termseq(s) بنابراین م نماید. مشخص را ∃s termseq(s⌢[x]) فرمول LA ،term(x) و است

است. فرمول Σ1 ی term(x) و فرمول ∆1

برابر م کند، رابیان فرمول ی سازنده ی دنباله ی که ،formseq(s) فرمول .٢ . ٠ . ٧ تعریف

∀i<lh(s)



∃u, v6 i
[
term(u) ∧ ([s]i = p(u = v)q ∨ [s]i = p(u < v)q)

]
∨∃j, k<i

[
[s]i = p([s]j ∨ [s]k)q

]
∨∃j, k<i

[
[s]i = p([s]j ∧ [s]k)q

]
∨∃j<i

[
[s]i = p¬[s]jq

]
∨∃j<i ∃k6s

[
[s]i = p∃vk[s]jq ∨ [s]i = p∀vk[s]jq

]


است. ∃s formseq(s⌢ [x]) فرمول برابر form(x) و بوده،
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برابر م کند، بیان را کراندار فرمول ی سازنده ی دنباله ی که ،formseq∆0(s) فرمول .٢ . ٠ . ٨ تعریف

∀i < lh(s)



∃u, v 6 s
[
term(u) ∧ term(v)

∧
(
[s]i = p(u = v)q ∨ [s]i = p(u < v)q

)]
∨∃j, k<i

[
[s]i = p([s]j ∨ [s]k)q ∨ [s]i = p([s]i ∨ [s]k)q

]
∨∃j<i ∃k, u 6 s

[
term(u) ∧ [s]i = p∃vk((vk < u) ∧ [s]j)q

]
∨∃j<i ∃k, u 6 s

[
term(u) ∧ [s]i = p∀vk(vk < u→ [s]j)q

]


دو هر formΣ0(x), formΠ0(x) است. ∃s formseq∆0(s

⌢ [x]) فرمول برابر form∆0(x) و بوده،

هستند. form∆0(x) فرمول برای ر دی نمادهایی

برابر م کند، بیان را ترم ی ارزش گذاری دنباله ی که ،valseq(y, s, t) فرمول .٢ . ٠ . ٩ تعریف

termseq(s) ∧ [lh(t) = lh(s)]∧

∀i<lh(s)



([s]i = p0q ∧ [t]i = 0)∨

([s]i = p1q ∧ [t]i = 1)∨

∃j6s ([s]i = pvjq ∧ [t]j = [y]j)∨

∃j, k<i
(
[s]i = p([s]j + [s]k)q ∧ [t]i = [t]j + [t]k

)
∨

∃j, k<i
(
[s]i = p([s]j · [s]k)q ∧ [t]i = [t]j · [t]k

)


برابر val(x, y) = z فرمول و است

∃s, t
[
valseq(y, s⌢ [x], t⌢ [z]) ∨ (¬term(x) ∧ z = 0)

]
ارزش z و بوده ترم ی گودل عدد x که است برقرار زمان val(x, y) = z که معن بدین است،

که کنید توجه آخر. ال و دارد را [y]1 ارزش v1 دارد، را [y]0 ارزش v0 متغییر که درحال است ترم

خوش تابع ی val(x, y) که باشیم داشته انتظار م توانیم بنابراین .[yi] = 0 داریم i ≥ lh(y) برای
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باشد. تعریف

ترم ی توسط کراندار فرمول ی کردن ارضا دنباله ی که ،Satseq∆0(s, t) فرمول .٢ . ٠ . ١٠ تعریف

برابر م کند، بیان را

formseq∆0(s)∧

∀l < lh(t) ∃i, z, w ≤ t

[
[t]l = ⟨i, z, w⟩ ∧ i < lh(s) ∧ w ≤ 1 ∧[

{∃u, u′ ≤ s
(
term(u) ∧ term(u

′
) ∧ [s]i = p(u = u

′
)q∧[

w = 1↔ val(u, z) = val(u
′
, z)

])
}

∨ {∃u, u′ ≤ s
(
term(u) ∧ term(u

′
) ∧ [s]i = p(u < u

′
)q ∧(

w = 1↔ val(u, z) < val(u
′
, z)

)))
}

∨ {∃j, k < i
(
[s]i = p([s]j ∧ [s]k)q ∧

∃l1, l2 < l ∃w1, w2 ≤ 1
(
[t]l1 = ⟨j, z, w1⟩ ∧ [t]l2 = ⟨k, z, w2⟩

∧
(
w = 1↔ w1 = 1 ∧ w2 = 1)

))
}

∨ {∃j, k < i
(
[s]i = p([s]j ∨ [s]k)q ∧

∃l1, l2 < l ∃w1, w2 ≤ 1
(
[t]l1 = ⟨j, z, w1⟩ ∧ [t]l2 = ⟨k, z, w2⟩

∧
(
w = 1↔ w1 = 1 ∨ w2 = 1)

))
}

∨ {∃j, i
(
[s]i = p¬[s]jq ∧

∃l1 < l ∃w1 ≤ 1
(
[t]l1 = ⟨j, z, w1⟩ ∧

(
w = 1↔ w1 = 0)

))
}

∨ {∃j < i ∃k, u ≤ s
(
term(u) ∧ [s]i = p∃vk

(
(vk < u) ∧ [s]j

)
q ∧

∀ r < val(u, z) ∃l1 < l ∃w1 ≤ 1 ([t]l1 = ⟨j, z[r/k], w1⟩) ∧

∧
(
w = 1↔ ∃r < val(u, z) ∃l1 < l([t]l1 = ⟨j, z[r/k], 1⟩)

))
}

∨ {∃j < i ∃k, u ≤ s
(
term(u) ∧ [s]i = p∀vk

(
vk < u→ [s]j

)
q ∧

∀ r < val(u, z) ∃l1 < l ∃w1 ≤ 1 ([t]l1 = ⟨j, z[r/k], w1⟩)

∧
(
w = 1↔ ∃r < val(u, z) ∃l1 < l ([t]l1 = ⟨j, z[r/k], 1⟩)

)))
}
]]

است: زیر فرمول برابر Sat∆0(x, y) و بوده
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∃s, t [Satseq∆0(s
⌢[x], t) ∧ ∃l < lh(t) ([t]l = ⟨lh(s), y, 1⟩)].

شده گرفته نظر در ⟨i, z, w⟩ تایی سه از دنباله ای برای کد عنوان به t ،Satseq∆0(s, t) فرمول در

w =) است راست ارزش ی w و است s توسط شده کد دنباله برای اندیس i < lh(s) که جایی

توسط v0, v1, · · · های متغییر که وقت [s]i فرمول از ( درست برای w = 1 و نادرست برای 0

مقدمات بازگشت همه formseq∆0(s) و term(u) ،val(u, z) چون شده اند. تعبیر [z]0, [z]1, · · ·

است. فرمول Σ1 ،Sat∆0(x, y) بنابراین و است فرمول ∆1 ،Satseq∆0(s, t) پس هستند

از: است عبارت s, t determins Sat∆0(x, y) فرمول .٢ . ٠ . ١١ تعریف

Satseq∆0(s, t) ∧ ∃l<lh(t) ∃i<lh(s) ∃w ≤ 1([s]i = x ∧ [t]l = ⟨i, y, w⟩)

کراندار فرمول سازنده ی دنباله ی از عضوی عنوان به x گودل با کراندار فرمول که م کند بیان که

عضو کراندار فرمول های (٠) نادرست و (١) درست ارزش آن اعضای که است دنباله ای t و بوده s

م کنند. مشخص w مقدار در y ترم با را s

ترم برای که است روش همان باشد، ∆1(PA) ،Sat∆0(x, y) اینکه دادن نشان برای ما استراتژی

شد. گرفته کار به بالا در x

،PA که داد خواهیم نشان

∃s, t
(
s, t determines Sat∆0(x, y)

)
∀ x, y s.t. form∆0(x)

دنباله های هستند، Sat∆0(x, y)کننده ی تعیین که s′ , t′ و s, tزوج دو هر برای اینکه و م کند، اثبات را

دارند. موافقت هم با  ،x زیر فرمول های از ی هر صحت در t′ و t

م کند. ثابت را زیر جمله ی PA .٢ . ٠ . ١٢ لم

∀x, y
(
form∆0(x)→ ∃s, t

(
s, t determines Sat∆0(x, y)

))
فرمول ،s کنید فرض و form∆0(x) طوری که به باشند دلخواه y و x کنید فرض برهان.
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طول روی استقرا از ستفاده با مناسبی t م توانیم ما کند. ارضا [s]lh(s)−1 = x با را formseq∆0
(s)

استدلال به شده اند ساخته کراندار سورهای از استفاده با فرمول ها که مواردی برای اما بسازیم، s

باشد زیر فرمول θ(i) کنید فرض داشت. خواهیم نیاز دوم استقرایی

∀m 6 i ∀y ∃t {satseq∆0
(s � (m+ 1), t) ∧ lh(t) > 0 ∧

∃l < lh(t) ∃w 6 1([t]l = ⟨m, y, w⟩)}.

کنید فرض است. برقرار i روی استقرا توسط i < lh(s) هر برای θ(i) داد خواهیم نشان

است. بحث قابل موضوع چند این جا در است. برقرار استقرا طبق θ(i) ،i > 0 اگر و i < lh(s)

فرمول ،t = [⟨i, y, w⟩] آنگاه term(u) ∧ term(u
′
) با [s]i = p(u = u

′
)q اگر (1)

در و val(u, y) = val(u
′
, y) اگر w = 1 ه جایی م کند، ارضا را satseq∆0

(s � (i + 1), t)

[s]i = p(u < u
′
)q م کند. ارضا را θ(i) در {} داخل زیرفرمول t از این رو و w = 0 غیراینصورت

هستند. احتمال ها تنها i = 0 برای دو این و است مشابه طریق به نیز

فرمول های w,w′ ,tو t′ , l, l′ کنید فرض j, k < i بعض برای [s]i = p([s]j ∧ [s]k)q اگر (2)

satseq∆0
(s � (j + 1), t) ∧ [t]l = ⟨j, y, w⟩

و

satseq∆0
(s � (k + 1), t

′
) ∧ [t

′
]l′ = ⟨y, y, w

′⟩

استقرا فرض از اعداد این تمام و ،l′ < lh(t
′
) و l < lh(t) ،w,w′ 6 1 آن در که کند ارضا را

ارضا را satseq∆0
(s � (i + 1), t

′′
) فرمول ،t′′ = t ⌢ t

′
⌢ [⟨ii, y, w′′⟩] آنگاه آمده اند. دست به

[s]i = p([s]j∨[s]k)q حالت های .w′′
= 0 اینصورت غیر در wو = w

′
= 1 ′′wاگر

= 1 که م کند

بود. خواهند مشابه طریق به [s]i = p¬[s]jq و

اگر (3)

[s]i = p∃vk
(
(vk < u) ∧ [s]j

)
q or [s]i = p∀vk

(
¬(vk < u) ∨ [s]j

)
q,

فرض م کنیم. استفاده θ(i− 1) فرض و دوم استقرایی استدلال از لازم، t آوردن به دست برای

که کنیم ثابت U تا p روی استقرا طریق از م خواهیم .U = val(u, y) کنید

∃t[satseq∆0
(s � (j + 1), t) ∧ lh(t) > 0

∧∀q < p ∃l < lh(t) ∃w 6 1 ([t]l = ⟨j, y[q/k], w⟩)].
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که یرید ب نظر در طوری را t هر ،p = 0 برای است. ساده بسیار دوم استقرای این

θ(i− 1) فرض از استفاده با ،w, l بعض برای [t]l = ⟨j, y[0/k], w⟩ با satseq∆0
(s � (j + 1), t)

م کند ارضا را satseq∆0
(s � (j + 1), t

′
) که t′ قراردادن با سادگ به استقرا مرحله ی باشد. برقرار

که را t حال م شود. ثابت آمده، به دست قبلا که t جای به ،l, w برای [t′ ]l = ⟨j, y[p+1/k], w⟩ و

که کرد بررس م توان سادگ به آوردیم. به دست م کند، ارضا p = U برای را [ ] در موجود فرمول

satseq∆0
(s � (i+ 1), t ⌢ [⟨i, y, w⟩])

است. برقرار w = 1 یا w = 0 برای

م کند. ثابت را زیر جمله ی PA .٢ . ٠ . ١٣ لم

∀s, t, s′ , t′ , i, i′ , l, l′ , w, w′
, y[satseq∆0

(s, t) ∧ satseq∆0
(s

′
, t

′
)∧

[s]i = [s
′
]i′ ∧ [t]l = ⟨i, y, w⟩∧

[t
′
]l′ = ⟨i

′
, y, w

′⟩ → w = w
′
].

.max(l, l
′
) روی استقرا با برهان.

یعن باشند. اتم باید [s′ ]i′ و [s]i آنگاه [t′ ]l′ = ⟨i
′
, y, w

′⟩ ،[t]l = ⟨i, y, w⟩ ،l = l
′
= 0 اگر

[s]i = [s
′
]i′ اگر علاوه بر این باشد. u′ و u ترم های برای p(u < u

′
)q یا p(u = u

′
)q صورت به

توسط تا ی صورت به u′ و u که [s]i = p(u < u
′
)q = [s

′
]i′ یا [s]i = p(u = u

′
)q = [s

′
]i′ آنگاه

بنابراین شده اند. تعیین فرمول ها، و ترم ها تای ی نوآری با [s′ ]i′ یا [s]i
و اول مورد در w = 1⇔ val(u, y) = val(u

′
, y)⇔ w

′
= 1

برقرارند. دوم مورد در w = 1⇔ val(u, y) < val(u
′
, y)⇔ w

′
= 1

م کنیم. بررس را آن از مورد دو ما که م شود تقسیم مورد چند به استقرا مرحله ی برای استدلال

متناظر ن مم راه  محدودی تعداد در [s] آنگاه [s]i = [s
′
]i′ و [t′ ]l′ = ⟨i

′
, y, w

′⟩ ،[t]l = ⟨i, y, w⟩ اگر

برای r2 = [s]i2 و r1 = [s]i1 که [s]i = pr1 ∧ r2q کنید فرض شده است. ساخته ∀ یا ∃,¬,∨,∧ با

و r1 = [s
′
]i′1

که [s
′
]i′ = pr1∧ r2q داریم فرمول ها انه خوان ی قابلیت با همچنین آنگاه .i1, i2 < i

w1, w2, w
′
1, w

′
2 6 1 و l′1, l

′
2 < l

′ و l1, l2 < l دارد وجود علاوه بر این .i′1, i
′
2 < i

′ برای r2 = [s
′
]i′2

.[t′ ]l′2 = ⟨i′2, y, w
′
2⟩ و [t

′
]l′1

= ⟨i′1, y, w
′
1⟩ ،[t]l2 = ⟨i2, y, w2⟩ ،[t]l1 = ⟨i1, y, w1⟩ به طوری که
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اگروفقط w2 = 1 و w1 = 1 اگروفقط اگر w = 1 و w2 = w
′
2 ،w1 = w

′
1 استقرا فرض طبق آنگاه

.w = w
′ بنابراین ،w′

= 1 اگر اگروفقط w′
2 = 1 و w′

1 = 1  اگر

، انه خوان ی قابلیت طبق آنگاه .i1 < iبرای [s]i = p∃vk((vk < u)∧[s]i1)q که کنید فرض حال

.i′1 < i
′ برای ،[s]i1 = [s

′
]i′1

آن در که [s
′
]i′ = p∃vk((vk < u) ∧ [s

′
]i′1
)q

داریم satseq∆0
(s, t) تعریف از .U = val(u, y) کنید فرض

w = 1⇔ ∃z < U∃l1 < l(⟨i1, y[z/k], 1⟩ = [t]l1

و

w
′
= 1⇔ ∃z < U∃l′1 < l

′
(⟨i′1, y[z/k], 1⟩ = [t

′
]l′1

تعریف از و استقرا فرض طبق ،w′
= 1 اگر اگروفقط  w = 1 که م شود نتیجه سپس اما

.w = w
′ از این رو ،satseq∆0

(s, t)

: ند می ثابت را زیر ویژگ های PA و است ∆1(PA) ،Sat∆0(x, y) فرمول .١۴ . ٢ . ٠ قضیه

Sat∆0(p(r = s)q, y)↔ val(r, y) = val(s, y)

Sat∆0(p(r < s)q, y)↔ val(r, y) < val(s, y)

Sat∆0(p(u ∧ v)q, y)↔ Sat∆0(u, y) ∧ Sat∆0(v, y)

Sat∆0(p(u ∨ v)q, y)↔ Sat∆0(u, y) ∨ Sat∆0(v, y)

Sat∆0(p¬uq, y)↔ ¬Sat∆0(u, y)

Sat∆0(p∃vi((vi < r) ∧ u)q, y)↔ ∃x < val(r, y)Sat∆0(u, y[x/i])

Sat∆0(p∀vi(¬(vi < r) ∨ u)q, y)↔ ∀x < val(r, y)Sat∆0(u, y[x/i])

.y, i, r, s, , u, v هر برای

نیز Π1(PA) همچنین است. ساده است، Σ1(PA) فرمول Sat∆0(x, y) اینکه دادن نشان برهان.

با است هم ارز چون هست،

form∆0(x)∧

∀s, t(s, t determines Sat∆0(x, y)→

∃i < lh(s)∃l < lh(t)([t]l = ⟨i, y, 1⟩ ∧ [si] = x)).
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است: شده ثابت [١٠] در زیر قضیه ی

داریم: v0, · · · , vn−1 آزاد متغیرهای تنها با θ(v0, . . . , vn−1) فرمول ∆0 هر برای .١۵ . ٢ . ٠ قضیه

∀x0, . . . , xn−1, y [θ(v0, . . . , vn−1)↔ sat∆0(pθ(v0, . . . , vn−1)q, [x0, . . . , xn−1]
⌢ y)].
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توابع و روابط نمایش پذیری

نظریه ها در پذیری نمایش ٣ . ١

درنظر PA از کارآمدی شمارای گسترش را T نظریه ی و بوده LA = {0, s,+,×, <} حساب زبان

است. R ⊆ Nk مجموعه ی زیر ی k‐تایی، رابطه ی از منظور م گیریم.

روابط ٣ . ١ . ١

شامل آن زبان که نظریه، ی در طبیع اعداد روی رابطه ی نمایش پذیری برای مناسبی تعریف

م باشد: زیر صورت به م دهد، نشان را n ∈ N هر که است n̄ای ترم های

T نظریه ی در ضعیف نمایش پذیر را R ⊆ N رابطه ی ضعیف). نمایش پذیر (رابطه ی ٣ . ١ . ١ تعریف

باشیم: داشته n ∈ N هر برای که باشد موجود L زبان در φ(x) فرمول ی هرگاه گوییم

R(n)⇔ T ⊢ φ(n̄).

است: شده استفاده ناتمامیت قضیه ی ادبیات در بیشتر زیر قوی تعریف اگرچه

هرگاه گوییم T نظریه ی در نمایش پذیر را R ⊆ N رابطه ی نمایش پذیر). (رابطه ی ٣ . ١ . ٢ تعریف

باشیم: داشته n ∈ N هر برای که باشد موجود L زبان در φ(x) فرمول ی
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R(n)⇒ T ⊢ φ(n̄)

و

¬R(n)⇒ T ⊢ ¬φ(n̄).

عکس دارد، دلالت ضعیف نمایش پذیری بر سازگار نظریه ی ی در نمایش پذیری است بدیه

نمایش پذیر ول باشد ضعیف نمایش پذیر نظریه ی در رابطه ای است ن مم زیرا نیست برقرار آن

نباشد:

محمول ی ProvPA کنید فرض اثبات پذیری). نمایش ناپذیری و ضعیف (نمایش  پذیری ٣ . ١ . ٣ مثال

اگر فقط و اگر PA ⊢ φ داریم: φ فرمول هر برای آن گاه باشد. پئانو حساب برای اثبات پذیری

طرف از است. صحیح و Σ1‐کامل ،PA و Σ1‐فرمول ی ProvPA چون ،PA ⊢ ProvPA(pφq)

:φ فرمول هر برای طوری که به ندارد وجود ψ(x)ای فرمول ر دی

و PA ⊢ ψ(pφq) آنگاه PA ⊢ φ اگر (١)

. PA ⊢ ¬ψ(pφq) آنگاه PA 0 φ اگر (٢)

اجرای با φ فرمول برای بود: خواهد تصمیم پذیر PA در پذیری اثبات اینصورت غیر در چون

م توان موازی صورت به ¬ψ(pφq) و ψ(pφq) فرمول های برای PA در برهان جستجوی وریتم ال

باشیم داشته که وقت (دقیقا PA 0 φ یا (PA ⊢ ψ(pφq) وقت (دقیقا PA ⊢ φ که کرد نتیجه گیری

گودل). اول ناتمامیت قضیه ی (طبق است تناقض ی این و (PA ⊢ ¬ψ(pφq)

توابع ٣ . ١ . ٢

داشت. نظریه ها در نمایش پذیری مورد در متفاوت تعریف چهار م توان توابع برای

ضعیف نمایش پذیر T نظریه ی در f : N → N تابع ضعیف). نمایش پذیر (توابع ۴ . ٣ . ١ تعریف

باشیم: داشته n,m ∈ N هر و φ(x, y) فرمول ی برای اگر است،

و T ⊢ φ(n,m) آنگاه f(n) = m اگر (١)

. T 0 φ(n,m) آنگاه f(n) ̸= m اگر (٢)
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ی برای اگر است، نمایش پذیر T نظریه ی در f : N→ N تابع نمایش پذیر). (تابع ۵ . ٣ . ١ تعریف

باشیم: داشته n,m ∈ N هر و ψ(x, y) فرمول

و T ⊢ ψ(n,m) آنگاه f(n) = m اگر (١)

.T ⊢ ¬ψ(n,m) آنگاه f(n) ̸= m اگر (٢)

اگر است، نمایش پذیر قویاً T نظریه ی در f : N→ N تابع نمایش پذیر). قویاً (تابع ۶ . ٣ . ١ تعریف

باشیم: داشته n ∈ N هر و θ(x, y) فرمول ی برای

T ⊢ θ(n, f(n)) (١)

.T ⊢ ∀y, z(θ(n, y) ∧ θ(n, z)→ y = z) (٢)

تام اثبات پذیر به طور T نظریه ی در f : N → N تابع تام). اثبات پذیر به طور (تابع ٣ . ١ . ٧ تعریف

باشیم: داشته n ∈ N هر و η(x, y) فرمول ی برای اگر است،

T ⊢ η(n, f(n)) (١)

.T ⊢ ∀x ∃y (η(x, y) ∧ ∀z[η(x, z)→ y = z]) (٢)

م شوند. قوی تر پایین به بالا از تعاریف این همچنین

متمایز، i, j ∈ N هر برای و باشد سازگار T اگر نمایش پذیری). مفاهیم مورد (در ٣ . ١ . ٨ حقیقت

نمایش پذیر، قویاً تابع هر است، نمایش پذیر قویاً تام، اثبات پذیر تابع هر آنگاه کند اثبات را i ̸= j

است. T نظریه ی در فرمول همان با ضعیف نمایش پذیر نمایش پذیر، تابع هر و است نمایش پذیر

جملات م تواند که T نظریه ی در دارد.). نمایش پذیری قویاً بر دلالت (نمایش پذیری ٣ . ١ . ٩ لم

(1) ∀y(y < n ∨ y = n ∨ n < y)

و

(2) ∀y(y < n→ y = 0 ∨ ... ∨ y = n− 1),

م دهد. نتیجه آن را نمایش پذیری قویاً تابع، نمایش پذیری کند، اثبات n ∈ N هر برای را

فرمول با برابر θ(x, y) کنید فرض آنگاه باشد، نمایش پذیر T در ψ(x, y) با f اگر

که داد نشان م توان زیر شرح به n ∈ N هر برای باشد. ψ(x, y) ∧ ∀z < y ¬ψ(x, z)



٢۶ توابع و روابط نمایش پذیری .٣ فصل

z = i ،(2) طبق آنگاه z < f(n) اگر :T در علت .T ⊢ θ(n, y)→ y = f(n) و T ⊢ θ(n, f(n))

و θ(n, y) اگر .¬ψ(n, z) بنابراین ،¬ψ(n, i) داریم iای چنین برای حقیقت در .i < f(n) ی برای

بنابراین و y = i ،i < f(n) برای اول مورد در .f(n) < y یا y < f(n) ،(1) طبق آنگاه y ̸= f(n)

∀z < y ¬ψ(n, z) با بعدی حالت در است. θ(n, y) با متناقض که ¬ψ(n, y) داریم ¬ψ(n, i) با

است. تناقض نیز این که ¬ψ(n, f(n)) باشیم داشته باید

کتاب (١٩۶۴) اول چاپ در م کند، دلالت تام اثبات پذیری بر نمایش پذیری قویاً اینکه سوال

(١٩۶۵ سال (در [٨] بعدها بود. شده مطرح باز صورت به ، ریاض منطق بر مقدمه ای نام به [١٣]

3.35 تمرین موضوع این و دارد پی در را تام اثبات پذیری نمایش پذیری، قویاً واقع در که داد نشان

از بعد سپس بود. (١٩٨٧) چاپ سومین در 3.32 تمرین و کتاب همان (١٩٧٩) چاپ دومین در

بودند. شده داده نسبت ١ دایسون به هم که بوده 3.12 گزاره (١٩٩٧) چاپ چهارمین

قویاً نظریه ی در تابع اگر م دهد.). نتیجه را تام اثبات پذیری نمایش پذیری، (قویاً ٣ . ١ . ١٠ قضیه

است. اثبات پذیر کاملا نظریه همان در آنگاه باشد، نمایش پذیر

T نظریه ی در θ توسط f کنید فرض نم گذاریم؛ شرط هیچ نظریه برای ما که کنید توجه برهان.

∃u(A(u) ∧ ∀v[A(v) → v = u]) فرمول مخفف ∃!uA(u) کنید فرض باشد. نمایش پذیر قویاً

n ∈ N هر برای .η(x, y) = [∃!z θ(x, z) ∧ θ(x, y)] ∨ [¬∃!z θ(x, z) ∧ y = 0] دهید قرار باشد.

م دهیم نشان حال ،T ⊢ η(n, f(n)) داریم T ⊢ θ(n, f(n)) از بنابراین T؛ ⊢ ∃!y θ(n, y) داریم

م کند، ارضا را θ(x, y) که منحصربفردی z آنگاه ∃!z θ(x, z) اگر :T در علت .T ⊢ ∀x ∃!y η(x, y)

آنگاه ¬∃!z θ(x, y) اگر .∃!y η(x, y) جایی که م کند، ارضا نیز را ∀u[η(x, u)→ u = z] و η(x, y)

م کند. ارضا را η(x, y) که است منحصربفردی y ،y = 0

داریم: را زیر ارزی های هم Σ1‐کامل) های نظریه (برای بنابراین

ضعیف ⇐نمایش پذیری ⇔نمایش پذیری نمایش پذیری ⇔قویاً اثبات پذیری کاملا
١V. H. Dyson
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کنید فرض T نظریه ی برای دارد.). دلالت نمایش پذیری بر ضعیف (نمایش پذیری ٣ . ١ . ١١ قضیه

فرض و است T در x گودل کد با فرمول برهان گودل کد z که م کند تعیین ProofT (z, x) فرمول

داراست: را زیر ویژگ های T که کنید

با i, j, n,m ∈ N هر برای ،T ⊢ ∀y(m 6 y → n 6 y) و T ⊢ n 6 m و T ⊢ i ̸= j (i)

n؛ 6 m و i ̸= j

n؛ ∈ N هر برای T ⊢ ∀y(y 6 n ∨ n 6 y) (ii)

n؛ ∈ N هر برای T ⊢ ∀y(y 6 n→
∨∨n

i=0 y = i) (iii)

T؛ ⊢ ProofT (k, pΦq) آنگاه باشد برهان این گودل کد k و T ⊢ Φ اگر (iv)

خاص حالت در ،T ⊢ ¬ProofT (k, pΦq) آنگاه نباشد T در Φ از برهان گودل کد k اگر (v)

.l ∈ N هر برای T ⊢ ¬ProofT (l, pσq) آنگاه T 0 σ اگر

دارد. پی در را آن نمایش پذیری ،T تابع ضعیف نمایش پذیری در این صورت

کراندار) (اثبات پذیری برای باشد. T در ضعیف نمایش پذیر φ توسط f تابع کنید فرض برهان.

کنید فرض ϱ(z, x) = ∃u 6 z ProofT (u, x)

ψ(x, y) = ∃z
[
ϱ(z, pφ(x, y)q) ∧ ∀y 6 z[y ̸= y → ¬ϱ(z, pφ(x, y)q)]

]
.

که: م کنیم ثابت ،T در ψ توسط f نمایش پذیری دادن نشان برای

T؛ ⊢ ψ
(
n, f(n)

)
داریم n ∈ N هر برای (1)

.T ⊢ ¬ψ(n,m) داریم m ̸= f(n) با n,m ∈ N هر برای (2)

باشد؛ T ⊢ φ
(
n, f(n)

)
برهان برای گودل کد k ∈ N و باشد ثابت n ∈ N کنید فرض :(1)

(i) طبق بنابراین و T ⊢ ProofT
(
k, pφ

(
n, f(n)

)
q
)

داریم (iv) طبق .f(n) 6 k بنابراین

(v) طبق و T 0 φ(n, i) داریم i ̸= f(n) با i ∈ N هر برای حال .T ⊢ ϱ
(
k, pφ

(
n, f(n)

)
q
)

.T ⊢ ¬ϱ
(
l, pφ(n, i)q

)
(iii) طبق نتیجه در . T ⊢ ¬ProofT

(
l, pφ(n, i)q

)
داریم l ∈ N هر برای

که j 6 k برخ برای ،(iii) از استفاده با ،y′ ̸= f(n) و y′ 6 k که y هر برای :T در علت

،(iii) طبق بنابراین و ϱ¬؛
(
k, pφ(n, j)q

)
داریم jای چنین هر برای .y′

= j داریم ،j ̸= f(n)

.ψ
(
n, f(n)

)
همچنین است. برقرار ∀y′ 6 k

[
y

′ ̸= y → ¬ϱ
(
k, pφ(n, y′

)q
)]

که باشیم داشته توجه .m ̸= f(n) که n,m ∈ N دهید قرار :(2)
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¬ψ(x, y) ≡ ∀z
[
ϱ
(
z, pφ(x, y)q

)
→ ∃y′ 6 z

[
y′ ̸= y ∧ ϱ

(
z, pφ(x, y′

)q
)]]

.

که م دهیم نشان T ⊢ ¬ψ(n,m) اثبات برای

T ⊢ ∀z
[
ϱ
(
z, pφ(n,m)q

)
→ f(n) 6 z ∧ f(n) ̸= m ∧ ϱ

(
z, pφ

(
n, f(n)

)
q
)]

.

T 0 φ(n,m) از همچنین .f(n) 6 k بنابراین T؛ ⊢ φ
(
n, f(n)

)
برهان گودل کد k کنید فرض

z 6 k (الف) یا ،z هر برای (ii) طبق :T در علت .T ⊢ ¬ϱ
(
l, φp(n,m)q

)
داریم l ∈ N هر برای

.k 6 z (ب) یا

نتیجه ¬ϱ
(
i, pφ(n,m)q

)
از حالا، .z = i داریم i 6 k برای (iii) طبق آنگاه z 6 k اگر (الف):

که م گیریم

ϱ
(
i, pφ(n,m)q

)
→ f(n) 6 i ∧ f(n) ̸= m ∧ ϱ

(
i, pφ

(
n, f(n)

)
q
)

؛

.¬ψ(n,m) همچنین

.f(n) 6 z دارد،داریم دلالت نیز f(n) ̸= m بر که (i) طبق آنگاه k 6 z اگر (ب):

،∃u 6 z ProofT
(
u, pφ(n,m)q

)
بنابراین و ProofT

(
k, pφ(n,m)q

)
، طرف از

f(n) 6 z ∧ f(n) ̸= m ∧ ϱ
(
z, pφ

(
n, f(n)

)
q
)

داریم: نتیجه در .ϱ
(
z, pφ(n,m)q

)
معادلا یا

.¬ψ(n,m) پس

(بسیار رابینسون اصل پذیر متناهیا حساب خصوص به و Σ1‐کامل نظریه ی هر که باشیم داشته یاد به

م کند. ارضا را فوق قضیه در (v) ‐ (i) شرایط تمام ضعیف)

حساب صوری سیستم های ٣ . ٢

م شد تصور که بود صوری نظریه های در کارکردن روی بر بیستم قرن ریاضیات عموم تمایل

م توانیم زمان ما صوری نقطه نظر از کنند. بیان را مطالعه مورد اشیاء خواص کمابیش م توانند

دهد؛ نمایش را آن بتواند که باشیم داشته صوری سیستم ی که یریم ب نظر در محاسبه پذیر را تابع

محاسبه را آن ها تابع که هستند همان هایی توابع عددی مقادیر کنیم ثابت که دهد اجازه ما به یعن

ر). دی چیز نه (و م کند
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که صوری سیستم های ول دارد تعلق روش بدین محاسبه پذیری به هربراند٢‐گودل رد روی قطعا

م رسند، به نظر غیر طبیع حساب و ریاض نقطه نظر از ساخته شده بودند متفاوت منظور های برای

طبیع پس م گیریم نظر در را حسابی توابع ما چون است. غیر طبیع نیز λ‐تعریف پذیری همینطور

پئانو) حساب در مثال عنوان (به حسابی منطق سیستم های در توابع کدام کنیم بررس که است

بعداً (که کاف کمینه ی شرایط کردن مشخص یعن کل روش ی با را مسئله این ما نمایش پذیرند.

در نمود. خواهیم حل ، بازگشت تابع هر دادن نمایش برای ضعیفند) بسیار که شد خواهند معلوم

دهد. نمایش n ترم ی با را n طبیع عدد هر که بود خواهد قادر ما صوری سیستم هر اینجا

نمایش پذیری درجات ٣ . ٢ . ١

م گوییم: باشند، شده داده f تابع و F صوری سیستم که کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف

هرگاه است ضعیف نمایش پذیر ،F زبان از φ فرمول با F در f (1)

f(x1, ..., xn) = y ⇐⇒ F ⊢ φ(x1, ..., xn, y)

هرگاه است نمایش پذیر φ فرمول با F در f (2)

f(x1, ..., xn) = y =⇒ F ⊢ φ(x1, ..., xn, y)

f(x1, ..., xn) ̸= y =⇒ F ⊢ ¬φ(x1, ..., xn, y)

شرط همچنین و باشد نمایش پذیر φ با f هرگاه است نمایش پذیر قویاً φ فرمول با F در f (3)

باشد: برقرار زیر منحصربفردی

F ⊢
(
∀y

)(
∀z

)[
φ(x1, ..., xn, y) ∧ φ(x1, ..., xn, z) → y = z

]
.

نیز نمایش پذیر آنگاه باشد نماش پذیر قویاً F صوری سیستم در f اگر مختلف: مفاهیم رابطه ی  بین

F اگر (چون است ضعیف نمایش پذیر آنگاه باشد نمایش  پذیر صوری سیستم ی در f اگر و است،

.(F 0 φ آنگاه F ⊢ ¬φ و باشد سازگار

٢Herbrand
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م کند ارضا را زیر اصول که باشد سازگار صوری سیستم ی < با F اگر .٣ . ٢ . ٢ گزاره

(1) ¬(x < 0)

(2) x < n+ 1 ↔ x = 0 ∨ ... ∨ x = n

(3) x < n ∨ x = n ∨ n < x

است. نمایش پذیر قویاً F در نمایش پذیر تابع هر آنگاه

فرمول آنگاه دهد. نمایش را F در f ،ψ کنید فرض برهان.

φ(x1, ..., xn, y)⇔ ψ(x1, ..., xn, y) ∧ (∀z < y) ¬ψ(x1, ..., xn, z)

: همچنین است. f قوی نمایش

ψ با f نمایش پذیری طبق .z < y هر برای ،f(x1, ..., xn) ̸= z آنگاه f(x1, ..., xn) = y اگر •

F ⊢ ¬ψ(x1, ..., xn, 0) ∧ ... ∧ ¬ψ(x1, ..., xn, y − 1) ∧ ψ(x1, ..., xn, y).

حفظ را z < y فرمول، قسمت اولین در (y > 0 یا y = 0 که اساس این (بر (2) و (1) اصول

بنابراین م کنند.

F ⊢ ψ(x1, ..., xn, y) ∧ (∀z < y) ¬ψ(x1, ..., xn, z)

و ندارد) وجود z < y هیچ چون است، درست مقدم انتفاء به دوم قسمت باشد، y = 0 (اگر

F ⊢ φ(x1, ..., xn, y)

نمایش پذیری، طبق آنگاه، f(x1, ..., xn) ̸= y اگر •

F ⊢ ¬ψ(x1, ..., xn, y)

بنابراین و

F ⊢ ¬φ(x1, ..., xn, y).

که م کنیم ثابت منحصربفردی، شرط دادن نشان برای •

F ⊢
(
∀y

)[
φ(x1, ..., xn, y) ↔ y = f(x1, ..., xn)

]
.
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داریم اثبات قسمت اولین از

F ⊢ φ(x1, ..., xn, f(x1, ..., xn)
)
.

کنید فرض حالا

F ⊢ φ(x1, ..., xn, y).

از عبارتند ن مم حالات تنها (3) اصل طبق

y < f(x1, ..., xn) ∨ y = f(x1, ..., xn) ∨ f(x1, ..., xn) < y.

از چون م شود رد اول رابطه ی

F ⊢ φ(x1, ..., xn, f(x1, ..., xn)
)

داریم

F ⊢ ¬ψ(x1, ..., xn, y)

از طوری که به

F ⊢ ¬φ(x1, ..., xn, y)

داریم

F ⊢ ψ(x1, ..., xn, y)

مشابه طور به است. صحیح F و

f(x1, ..., xn) < y

بنابراین م کنیم. رد نیز را

y = f(x1, ..., xn).

است. تمام اثبات پس

داریم: R رابطه ی و F صوری سیستم برای .٣ . ٢ . ٣ تعریف

،φ ی برای اگر است ضعیف نمایش پذیر R (1)
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R(x1, ..., xn) ⇔ F ⊢ φ(x1, ..., xn).

،φ برخ برای اگر است نمایش پذیر R (2)

R(x1, ..., xn) ⇒ F ⊢ φ(x1, ..., xn)

¬R(x1, ..., xn) ⇒ F ⊢ ¬φ(x1, ..., xn)

آنگاه باشد، R از cR مشخصه ی تابع (ضعیف) نمایش φ(x1, ..., xn, z) اگر که باشیم داشته توجه

که باشد طوری F اگر بنابراین م باشد. R (ضعیف) نمایش φ(x1, ..., xn, 1)

x ̸= y ⇒ F ⊢ ¬(x = y)

توسط cR آنگاه باشد، R نمایش φ(x1, ..., xn) )و
φ(x1, ..., xn) ∧ z = 1

)
∨

(
¬φ(x1, ..., xn) ∧ z = 0)

لازم نیز cR ساده ی نمایش پذیری برای حت اصول که باشید داشته توجه است. (قویاً) نمایش پذیر

یریم ب نتیجه بتوانیم تا z ̸= 0, 1 بدانیم باید z ̸= 0, 1 و cR(x1, ..., xn) ̸= z وقت چون هستند،

نیست. اثبات پذیر بود، خواهد cR نمایش که فرمول

م دهند نمایش را بازگشت توابع که صوری سیستم های ٣ . ٢ . ٢

آنگاه f(x1, ..., xn) = µyR(x1, ..., xn, y) اگر که باشید داشته توجه

f(x1, ..., xn) = y ⇔ R(x1, ..., xn, y) ∧ (∀z < y)¬R(x1, ..., xn, z).

بسته ر µ‐عمل تحت توابع نمایش پذیری قویاً که م دهند نتیجه (٢.٢.٣) قبل گزاره ی اصول پس

م رویم. ری دی حالت سراغ حال هستند.

که باشد صوری سیستم Fی اگر .۴ . ٣ . ٢ گزاره

m ̸= n⇒ F ⊢ ¬(m = n)

هستند. بسته ترکیب تحت F در نمایش پذیر قویاً توابع آنگاه

نمایش پذیر ψi χو توسط ترتیب به hi و g و f(x⃗) = g
(
h1(x⃗), ..., hm(x⃗)

)
کنید فرض برهان.

توسط f آنگاه هستند.

φ(x⃗, y) ⇔ (∃y1)...(∃ym)
[
ψ1(x⃗, y1) ∧ ... ∧ ψm(x⃗, ym) ∧ χ(y1, ..., ym, y)

]
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. بود خواهد نمایش پذیر قویاً

و F ⊢ ψi(x⃗, yi) بنابراین ،g(y1, ..., ym) = y و hi(x⃗) = yi کنید فرض f(x⃗) = y اگر •

.F ⊢ φ
(
x⃗, f(x⃗)

)
و F ⊢ φ(x⃗, y) آنگاه .F ⊢ χ(y1, ..., ym, y)

که باشند طوری y1, ..., ym کنید فرض F ⊢ φ(x⃗, y) اگر •

F ⊢ ψ1(x⃗, y1) ∧ ... ∧ ψm(x⃗, ym) ∧ χ(y1, ..., ym, y).

بنابراین و باشد yi = hi(x⃗) باید نمایش پذیری قویاً طبق

y = g
(
h1(x⃗), ..., hm(x⃗) = f(x⃗).

را بازگشت تابع هر برای نمایش پذیری که اصول مورد در را خود نتیجه گیری م توانیم حال

دهیم. انجام م کند، ن مم

تولید زیر قوانین طبق مرحله متناه از بعد اگر است جزئ بازگشت ، جزئ تابع ی .۵ . ٣ . ٢ تعریف

شود:

(1) Z(x) = 0

(2) S(x) = x+ 1

(3) P n
i (x0, · · · , xn−1)

(4) F (x) = G
(
H0(x), · · ·Hm−1(x)

)
(5)

 F (0,x) = G(x)

F (x + 1,x) = H
(
F (x,x)

)
(6)F (x) ≃ µy

[
G(x, y) = 0

]
نمایش گر x ،(6) و (4) در و باشد تام n‐تایی + 1 تابع ی G م کنیم فرض (6) در که

وجود آید به بالا قوانین توسط F تابع اگر است. x1, · · · , xn نمایش گر (5) در و x0, · · · , xn−1

م شود. نامیده بازگشت تابع ساده تر، یا کل بازگشت تابع ی F آن گاه است، تام
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هر م کنند، ارضا را زیر اصول که · +و توابع و > محمول با F صوری سیستم هر در .۶ . ٣ . ٢ قضیه

ضعیف نمایش پذیر باشد، صحیح سیستم اگر بنابراین، (و است (قوی) نمایش پذیر بازگشت تابع

هست): نیز

B1 ¬(x = y), for x ̸= y

B2 x < n ∨ x = n ∨ n < x

B3 ¬(x < 0)

B4 x < n+ 1 ↔ x = 0 ∨ ... ∨ x = n

B5 x+ y = x+ y

B6 x · y = x · y

و ترکیب تحت بودن بسته B1 از م دانیم م کنیم. استفاده بازگشت توابع مشخصه سازی از برهان.

که: باشیم داشته توجه م آید.کافیست بدست µ‐بازگشت تحت بودن بسته B4−B2 از

x ̸= y اگر و ،F ⊢ x = y که است بدیه آنگاه x = y اگر چون است نمایش پذیر تساوی •

است. نمایش پذیر نیز مشخصه اش تابع بنابراین .F ⊢ ¬x = y داریم B1 طبق آنگاه

آنگاه x + y = z اگر همچنین است. نمایش پذیر φ(x, y, z) ⇔ x + y = z توسط جمع •

.F ⊢ φ(x, y, z) یعن ،F ⊢ x+ y = z ( B5 (طبق و F ⊢ x+ y = z

است. نمایش پذیر φ(x, y, z) ⇔ x · y = z توسط مشابه بطور نیز ضرب •

است. نمایش پذیر φ(x1, ..., xn, z)⇔ z = xi توسط Ini که است بدیه •

متناهیا R که داد نشان [١٨] نند. می تعریف را اصول نامتناه با R نظریه ی B6 تا B1 اصول

مجموعه ی هر ، فشردگ طبق بنابراین، (و اصول از متناه زیرمجموعه ی هر چون نیست، اصل پذیر

م باشدو {0, 1, ..., n}مرتب اعداد شامل که م پذیرد را طبیع متناه مدل ی قضایا) از متناه
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R که البته م گذرد. آن از اصل ارزش وقت است n با برابر ارزش به شده محدود عملیات دارای

قضایا از متناه مجموعه ی به تقلیل قابل بنابراین و (B1 (طبق باشد داشته متناه مدل نم تواند

درست متناه مدل برخ در R بسته ی قضیه ی هر که م کند ثابت همچنین موضوع این نیست.

همان طور است، ن مم قبل قضیه ی گسترش اگرچه است. محدود بسیار R قدرت بنابراین و است

با این بر علاوه است. برقرار نتیجه گیری نیز، B5 و B2 حذف با حت داده اند. نشان [٩] و [١٩] که

یابند تقلیل زیر اصل دو به B4 تا B2 است ن مم ≤ به < از محمول کاهش و زبان تغییر

x 6 n ∨ n 6 x

x 6 n↔ x = 0 ∨ ... ∨ x = n

در که متناه اصول با نظریه  ی از است مثال بنابراین و است، R از گسترش رابینسون حساب

نیست. نمایش پذیر قویاً که دارد وجود بازگشت تابع آنگاه است. نمایش پذیر ، بازگشت تابع هر آن

قویاً که دارد وجود بازگشت تابع آنگاه شوند، حذف Q اصول از هرکدام اگر که ثابت رابینسون

، بازگشت تابع هر آن در که است متناه اصول با نظریه ترین کوچ Q بنابراین نیست. نمایش پذیر

است. نمایش پذیر قویاً

اول مرتبه حساب ٣ . ٣

ویژگ های بیان توانایی حساب زبان است. ریاضیات شاخه های تمام از نا پذیر جدایی بخش حساب

قالب در محاسبه نظریه در زیادی موضوع های خصوص به دارد. را متناه چیزهای متفاوت ماهیت

حساب ،١٩ قرن اواخر در پئانو و ددکند بنیادی فعالیت علت به نمود. مطالعه م توان حساب

است. بوده ریاضیات بنیادهای و منطق زمینه در تحقیقات اصل موضوع

حساب زبان ٣ . ٣ . ١

ضرب و جمع برای · و + یعن دوتایی توابع نماد های از اصل اثر دو معمولا حساب، م گوییم وقت

تساوی برای را = علامت سپس م کنیم. فرض را 0 ثابت و تال برای s یعن تایی ی تابع نماد ی و

داریم.
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صورت به آن نمادهای که است N طبیع اعداد مجموعه ی حساب، استاندارد مدل .٣ . ٣ . ١ تعریف

است. N = ⟨N,+, ·, s, 0,=⟩ ساختار

به است. s بار n با s
(
s
(
...(s0)...

))
ترم n عدد دارد. حساب زبان در نام n ∈ N عدد هر

است. 0 سادگ به 0 خصوص

م شود. نامیده کامل حساب استاندارد، مدل از Th(N) اول مرتبه نظریه ی

اثبات پذیر بازگشت توابع و نمایش پذیری ٣ . ٣ . ٢

م خواهیم تنها نه م گیریم. نظر در هستند، بودن حسابی از قوی تر که را توابع از ویژگ دو حال

کنیم ثابت ری) دی نظریه ی هر (یا PA در م خواهیم ه بل باشند، تعریف پذیر استاندارد مدل در توابع

م کند. تعریف را تابع ی حقیقت در مناسب فرمول که

∃!aφ(a) شود. خوانده دارد» وجود مورد ی «دقیقا عنوان به باید ∃! نماد زیر، تعریف در

است. ∃a
(
φ(a) ∧ ∀b

(
φ(b)→ a = b

))
خلاصه ی

فرمول اگر فقط و اگر است نمایش پذیر PA در N روی f k‐تایی جمع تابع ی .٣ . ٣ . ٢ تعریف

: که باشد داشته وجود b و a⃗ آزاد متغیر k + 1 با φ(⃗a, b)

.n⃗,m ∈ N هر برای ،PA ⊢ φ(n⃗,m) داریم f(n⃗) = m از (1)

.n⃗ ∈ N هر برای ،PA ⊢ ∃!b φ(n⃗, b) (2)

و باشد برقرار (1) اگر است، نمایش پذیر قویاً PA در تابع

.PA ⊢ ∀a⃗ ∃!b φ(⃗a, b) (3)

است نمایش پذیر قویاً نمایش پذیر، تابع هر .٣ . ٣ . ٣ گزاره

نمایش پذیر قویاً زیر فرمول توسط f آنگاه باشد، نمایش پذیر φ توسط f تابع کنید فرض برهان.

اگر همچنین ψ(⃗a, b) =
(
∃!c φ(⃗a, c) ∧ φ(⃗a, b)

)
∨ (¬∃!c φ(⃗a, c) ∧ b = 0

)
است:

برای .PA ⊢ ψ(n⃗,m) وقت هستند، اثبات پذیر دو هر φ(n⃗,m) و ∃!b φ(⃗a, b) آنگاه f(n⃗) = m

شروع است، v = ∃!c φ(⃗a, c) که PA ⊢ v ∨ ¬v با PA ⊢ ∀a⃗ ∃!b ψ(⃗a, b) دهیم نشان اینکه
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.PA ⊢ ¬v → ∃!b
(
¬v ∧ b = 0

)
و PA ⊢ v → ∃!b

(
v ∧ φ(⃗a, b)

)
داریم این بر علاوه  م کنیم.

هم با دو این چون ،PA ⊢ ∃!bψ وقت PA ⊢ ∃!b
(
v ∧ φ(⃗a, b)

)
∨ ∃!b

(
¬v ∧ b = 0

)
بنابراین

متناقض اند.

گودل .۴ . ٣ . ٣ قضیه

باشد. بازگشت اگر فقط و اگر است نمایش پذیر PA در تابع ی

f(n)ای ،n هر برای م توانیم آنگاه باشد، نمایش پذیر f تابع اگر است: ساده مستقیم قسمت برهان.

است. شده ثابت 6.2.3 قضیه ی در مطلب این عکس کنیم. پیدا جامع برهان جستجوی ی با
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رابینسون تصمیم ناپذیر اساساً حساب

رابینسون تصمیم نا پذیر اساساً نظریه ی انواع ١ . ۴

رابینسون٢ رافائل شده ی ١شناخته  تصمیم نا پذیر اساساً نظریه ی ([١٩] از نقل (به که کرد مشاهده کبهام

باشیم داشته توجه م ماند. باق تصمیم ناپذیر اساساً نیز x 6 n ∨ n 6 x اصل حذف با ،R نام به

زبان با تصمیم ناپذیر اساساً نظریه ای دارد. نظریه زبان به بستگ سیستم تصمیم ناپذیری اساساً که

م دهیم. ارایه را است تساوی و تری کوچ ضرب، شامل فقط که

کبهام زیر نظریه کمینگ ١ . ١ . ۴

است: زیر اصل ۵ پایه ی بر رابینسون رافائل شده ی شناخته تصمیم ناپذیر اساساً R نظریه ی

(1) n+ p = n+ p

(2) n · p = n · p

(3) n ̸= p for n ̸= p

است. تصمیم ناپذیر آن کارآمد شمارای گسترش هر که نظریه ای ١یعن

٢Raphael M. Robinson
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(4) x 6 n→ x = 0 ∨ · · · ∨ x = n.

(5) x 6 n ∨ n 6 x.

صورت به که است عدد nامین بیانگر n نماد هستند. · و + ،s ،0 ثوابت اصل نسخه ی در

توسط بازگشت

0 = 0, n+ 1 = Sn,

در نه که است متغیری w جایی که است، (∃w)(w+α = β) معادل α 6 β و است شده تعریف

ثوابت آن جای به و شده حذف S ثابت اگر است تصمیم ناپذیر اساساً همچنین است. β در نه و α

ترم های در شدن تعریف جای به زبان، در دوتایی رابطه ی عنوان به 6 اگر و یرند ب قرار 1, 2, 3, ...

فقط است، Rتعریف پذیر در بازگشت تابع هر که [4] در برهان همچنین باشد. شده گرفته نظر در ،+

کند. تغییر ، تال تابع کننده ی تعریف فرمول عنوان به u+ 1 = v و Su = v کردن جابجا با باید

است. تصمیم ناپذیر اساساً اول اصل چهار اساس بر نیز R0 نظریه ی که کرد مشاهده کبهام

دهیم قرار اگر اینکه برای است، تفسیر قابل R0 در R همچنین

x 6′
y ↔

{[
0 6 y ∧ (∀u)(u 6 y ∧ u ̸= y → u+ 1 6 y)

]
→ x 6 y

}
,

x 6 قوی تر اصل م توان ،6 بیشتر تغییرات با (همچنین م کند ارضا را (5) و (4) ،6′ آنگاه

کمینه تصمیم  ناپذیر اساساً (4) و (3) ،(2) ،(1) اصول بر مبتن سیستم کرد). ثابت نیز را y ∨ y 6 x

اساساً نتیجه گیری نظریه ی راحت به آنگاه شود حذف اصول این از ی اگر که معن این به است،

در تعریف شدن جای به بازگشت محمول ثابت عنوان به 6 اگر اما .[١٩] بود نخواهد تصمیم  ناپذیر

تصمیم پذیر کامل گسترش ی بود، نخواهد تصمیم ناپذیر اساساً ر دی آنگاه شود گرفته + ترم های

(4
′
) به (4) اگر است. شده تعریف نادرست همیشه ،x 6 y با حقایق از نظریه ای توسط شده داده

شود: تقویت

(4)
′

x 6 n ↔ x = 0 ∨ · · · ∨ x = n,

ارضا را (5) و (4) بالا،که در تعریف شده 6′ برای (R′
0 نام (به تصمیم ناپذیر اساساً نظریه ی آنگاه

جمع + ترم های در بالا مثل < هرگاه که کنید توجه است. تفسیر قابل R′ در R بنابراین م کند.

تصمیم ناپذیر اساساً R′
0 نظریه، این اگرچه شد. خواهد نتیجه (1) و (4) از (4)′ آنگاه شود، تعریف

کرد. حذف را (1) م توان زیرا نیست کمینه
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است: تصمیم ناپذیر اساساً زیر اصل سه اساس بر R1 نظریه ی .١ . ١ . ۴ قضیه

(2) n · p = n · p

(3) n ̸= p for n ̸= p

(4)
′

x 6 n↔ x = 0 ∨ · · · ∨ x = n.

در دلخواه ثوابت عنوان به 0, 1, 2, ... و بازگشت تعریف نشده ی ثابت محمول 6′ اینجا در برهان.

فرض کرد. خواهیم استفاده تال و ضرب حسب بر جمع از [١۶] تعریف طبق م شوند. گرفته نظر

ذیل شرح به ند، می ارضا را (1) که را + م توانیم آنگاه باشند، شده ارضا (4)′ و (3) ،(2) کنید

توسط تال رابطه ی ابتدا کنیم. تعریف

y = x+1↔ (x = 0 ∧ y = 1) ∨ (x = 1 ∧ y = 2) ∨
(
x < y 6 x2 ∧ ¬∃z(x < z < y)

)
,

توسط جمع سپس و

x+ y = z ↔ (z = 0→ x = y = 0) ∧ z 6 (x+ 1) · (y + 1) ∧

(xz + 1) · (yz + 1) = (xy + 1)z2 + 1.

است. ∀u ∀v[u = x+1 ∧ v = y+1→ z 6 u ·v] مخفف z 6 (x+1) · (y+1) اینجا در

برای چون است لازم تابع تایی ی zبرای و y کران های م شود. تعبیر مشابه طور به نیز بعدی کروشه

داریم. نیاز (∀z)[z = n+ p↔ z = n+ p] اثبات به (∀y)[y = n+ 1↔ y = n+ 1] اثبات

تعریف پذیر R1 در بازگشت توابع همه ی پس کنیم، ثابت + برای را (1) اصل م توانیم ما چون

تعبیر قابل R1 در R بنابراین و R′
0 حقیقت در است. تصمیم ناپذیر اساساً نظریه این بنابراین هستند

هستند.

،z = x⊕y جدید رابطه ی تعریف با است، شده مشاهده [٨] دایسون توسط ابتدا که همانطور اما،

طبق

z = x⊕ y ↔
(
z = x+ y ∧ (∃!z)(z = x+ y) ∨ z = 0 ∧ ¬(∃!z)(z = x+ y)

)
کنیم: ثابت را زیر جمله ی که توانست خواهیم

(∀z)(z = n+ p↔ z = n⊕ p)

کمینه تصمیم ناپذیر اساساً فوق، معنای در (4)′ و (3) ،(2) اصل سه براساس (R1) حاصل نظریه

. [١٩] است
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Abstract

Gödel introduced the primitive recursive functions in his well-known article on
the incompleteness theorems, and used them for arithmetizing the syntax. Most of
the syntactic concepts definable by bounded formulas are primitive recursive. But
the converse of this statement is not true, though this is not mentioned in many
books and papers and even some books have false claims about it. In this thesis
we provide an elementary proof for the fact that a primitive recursive relation is
not necessarily definable by bounded formulas.
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